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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Группа F называется относительно свободной, ес-
ли она обладает множеством порождающих S таких, что любое отображение из
S в F можно продолжить до эндоморфизма F . Порождающее множество с этим
свойством называется множеством свободных образующих для F . Мощность
S, являющаяся инвариантом данной относительно свободной группы F , назы-
вается рангом F . Каждая относительно свободная группа является свободной
группой соответствующего ранга в некотором многообразии групп. Напомним,
что многообразие групп является классом всех тех групп, каждый из которых
удовлетворяет некоторому фиксированному множеству тождеств (см. [1]).

Если в группе G выполнено тождество xn = 1, то мы говорим, что G явля-
ется периодической группой с показателем n или G является n-периодической
группой. Всевозможные n-периодические группы для фиксированного n обра-
зуют многообразие, которое называется многообразием Бернсайда показателя
n. Свободная группа ранга m в многообразии Бернсайда показателя n обозна-
чается через B(m,n). Известно, что для конечного ранга m группы B(m, 2),
B(m, 3), B(m, 4) и B(m, 6) конечны ( см. [2], [3]) и для всех нечетных чисел
n ≥ 665 (см. [4], [5]) и натуральных чисел n = 16k ≥ 8000 см. [6], [7]), а также
для их натуральных кратных группы B(m,n) бесконечны. Для всех остальных
экспонент вопрос конечности B(m,n) является хорошо известной, но все еще не
решенной задачей теории групп (проблема Бернсайда, 1902). Например, неиз-
вестно, является ли B(2.5) конечной или бесконечной.

Теория конечно порожденных свободных бернсайдовых групп достаточ-
но больших нечетных показателей была построена в цикле совместных работ
П.С.Новикова и С.И.Адяна [4]. Позднее эта теория была усовершенствована в
монографии [5] С.И.Адяна.

В. Атабекян в [8] показал, что для всех нечетных n ≥ 655 и ранга
m > 1 группа автоморфизмов Aut(End(B(m,n))) полугруппы эндоморфизмов
End(B(m,n) группы B(m,n) изоморфна группе автоморфизмов Aut(B(m,n)).
Аналогичное утверждение для конечно порожденных абсолютно свободных
групп было доказано Е.Форманеком в 2002 году ( см. [9]). Группа Aut(End(F ))

изучалась для свободных моноидов F Машевицким и Шейном в [10]. Выше-
упомянутые результаты работ [8], [9] обобщены и усилены в главе I (см. [11]).
В этой главе изучаются полугруппы эндоморфизмов (относительно свободных)
групп R, в которых нетривиальные элементы имеют только циклические цен-
трализаторы.

Еще одним из направлений нашего исследования является исследование
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групп автоморфизмов некоторых относительно свободных, в том числе, берн-
сайдовых групп. По классической теореме Нильсена [12] группа автоморфиз-
мов абсолютно свободной группы конечного ранга порождается так называемы-
ми элементарными автоморфизмами, которые в настоящее время называются
автоморфизмами Нильсена. Возникает естественный вопрос для относительно
свободных групп: верно ли, что для данной относительно свободной группы ее
группа автоморфизмов порождается автоморфизмами Нильсена? Ответ на этот
вопрос отрицательный в общем случае. Например, нетрудно видеть, что авто-
морфизм, переводящий каждый свободный порождающий на его квадрат, не
может быть индуцирован никаким автоморфизмом абсолютно свободной груп-
пы (того же ранга) и, следовательно, он не является автоморфизмом Нильсена
для свободных бернсайдовых групп B(m,n) достаточно большого нечетного пе-
риода n. Существует много других относительно свободных групп с так назы-
ваемыми «дикими» (т. е. не индуцированным нильсенскими автоморфизмами)
автоморфизмами (см., например, [13]).

Р. Брайант и О. Мацедонска в [14] показали, что каждый автоморфизм
относительно свободной нильпотентной группы бесконечного ранга индуци-
руется некоторым автоморфизмом абсолютно свободной группы Fm. Недавно
А.Григоряном было показано, что каждый автоморфизм группы B(m, 3) конеч-
ного ранга m индуцируется некоторым автоморфизмом абсолютно свободной
группы Fm ранга m (см. [15] , Теорема 2).

Отметим, что ранее была установлена серия аналогов между свойствами
автоморфизмов абсолютно свободных групп и автоморфизмов свободных берн-
сайдовых групп нечетного периода n ≥ 1003. Например, было доказано (см.
[16]), что для любого нечетного числа n ≥ 1003 каждый нормальный автомор-
физм свободной бернсайдовой группы B(m,n) ранга m > 1 является внутрен-
ним автоморфизм (см. также [17]). Напомним, что автоморфизм φ группы G

называется нормальным автоморфизмом, если φ(N) = N для любой нормаль-
ной подгруппы N группы G). Такой результат для свободных групп был доказан
А. Любоцким в 1980 году [18]. Группа называется полной, если она имеет три-
виальный центр, и если каждый из ее автоморфизмов является внутренним.
Дж.Дайер и Е.Форманек [19] доказали, что группа автоморфизмов Aut(F ) ко-
нечно порожденной абсолютно свободной группы F полна. В. Толстых [20] до-
казал полноту группы Aut(F ) для абсолютно свободных групп бесконечного
ранга. В работе [21] было установлено В. Атабекяном, что башня автоморфиз-
мов групп B(m,n) для любого нечетного периода n ≥ 1003 и ранга m > 1

заканчивается на первом звене, как и для автоморфизмов абсолютно свобод-
ных групп. Более того, для всех нечетных n ≥ 1003 и m > 1 группа внутренних
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автоморфизмов Inn(B(m,n)) является единственной нормальной подгруппой
Aut(B(m,n)), которая изоморфна свободной группе Бернсайда B(s, n) некото-
рого ранга s. Отсюда следует, что группа автоморфизмов Aut(B(m,n)) свобод-
ной бернсайдовой группы B(m,n) полна для всех нечетных n ≥ 1003 и m > 1,
а также, что группы Aut(B(m,n)) и Aut(B(k, n)) изоморфны тогда и только
тогда, когда m = k (см. также [22] - [24]). В [16] также доказано, что подгруп-
па внутренних автоморфизмов Inn(B(m,n)) максимальна среди всех подгрупп
группы Aut(B(m,n)), в которой порядки элементов ограничены числом n.

Заметим, что все упомянутые результаты касаются бесконечных свобод-
ных групп Бернсайда. Во второй главе мы изучаем аналогичные вопросы для
автоморфизмов конечных свободных бернсайдовых групп B(m, 3).

Цель работы.

1. Исследование автоморфизмов полугруппы эндоморфизмов относительно
свободных групп с циклическими централизаторами.

2. Исследование автоморфизмов группы атоморфизмов групп с циклически-
ми централизаторами.

3. Исследование и описание нормалных автоморфизмов свободной бернсай-
довой группы B(m, 3).

4. Исследование пары элементов групп B(m, 3) имеющие совпадающие нор-
мальные замыкания (исследование справедливости аналога теоремы Маг-
нуса для групп B(m, 3)).

5. Исследование некоторых свойств нильсеновских автоморфизмов относи-
тельно свободных групп.

Методы исследования. В работе применяются методы комбинаторной
теории групп и теории многообразий групп.

Научная новизна. Все результаты работы являются новыми.
Теоретическая и практическая ценность. Результаты работы име-

ют теоретический характер. Результаты диссертации могут быть использованы
при изучении автоморфизмов и эндоморфизмов различных, в том числе отно-
сительно свободных групп, при исследовании периодических групп.

Апробация полученных результатов.
Основные результаты диссертации были представлены на международной

конференции Мальцевские чтения (Новосибирск, 2017), в семинаре «Теория
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групп» в ЕГУ (Ереван, 2016-2018 гг.), На ежегодной заседании АМУ, посвя-
щенной 120-летию Артина (Ереван, 2018), докладывались на годичной научной
конференции Российско-Армянского университета 2016 г.

Публикации. Основные результаты диссертации опубликованы в пяти
статьях и двух тезисах, список которых приводится в конце автореферата.

Структура и объем диссертации. Диссертация изложена на 69 стра-
ницах и состоит из введения, двух глав, содержащих 12 параграфов и списка
литературы, который содержит 83 наименований.

Содержание работы

Во введении приведен обзор результатов, связанных с темой диссертации
а также краткое описание содержания диссертации.

Содержание главы 1.
Множество всех эндоморфизмов и автоморфизмов данной группы G обо-

значаются соответственно через End(G) и Aut(G). На этих множествах опреде-
ляют умножение, считая произведением двух эндоморфизмов их последователь-
ное выполнение. Легко проверить, что тогда End(G) становится полугруппой,
а Aut(G) становится группой.

В первой главе доказывается, что каждый автоморфизм полугруппы эндо-
морфизмов End(F ) для широкого класса относительно свободных групп F про-
извольного (конечного или бесконечного) ранга однозначно определяется его
действием на подгруппу внутренних автоморфизмов Inn(F ). Вопрос об описа-
нии автоморфизмов End(A) для свободной алгебры A в некотором многообра-
зии был поднят Б. И. Плоткиным (см. [26, стр. 1085] или [27]). Аналогичные
задачи для End(F ), где F - конечно порожденная свободная группа, свободная
бернсайдовая группа нечетного периода n ≥ 1003 или свободный моноид были
решены Форманеком [9] , Атабекян [8], Машевицким и Шейном [10] соответ-
ственно. Форманеком в работе [9] была доказана, что если имеем свободную
группу F = F (x1, ..., xn) конечного ранга n ≥ 2 и T : End(F ) → End(F )

является автоморфизмом полугруппы End(F ), тогда существует автоморфизм
α ∈ Aut(F ) такое, что T (β) = α ◦ β ◦ α−1 для всех β ∈ End(F ).

Но, прежде всего нами будет рассмотрен класс так называемых СС-групп.
По определению, группа G называется CC-группой, если централизатор каждо-
го нетривиального элемента G является циклической группой. Хорошо извест-
но, что абсолютно свободные группы и свободные периодические группы с до-
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статочно большими нечетными периодами (см. [5]) являются СС-группами. Лег-
ко показать, что свободное произведение произвольного семейства СС -групп
также является СС-группой. Из теоремы 5 статьи [28] (см. Также [30]) следует,
что то же самое верно для n -периодических произведений CC-групп. Рассмат-
риваемые в разделе 2 группы Γm(P) также являются CC-группами Γm(P).

Заметим, что, например, конечно порожденные свободные периодические
группы периода 3 не являются СС-группами (их группы автоморфизмов опи-
саны в [15]).

Наш первый основной результат настоящей главы является следующая тео-
рема.

Теорема 1. Пусть Φ - произвольный автоморфизм полугруппы эндоморфиз-
мов End(G) нециклической CC-группы G. Если Φ(ia) = ia для любого ia ∈
Inn(G), то Φ(δ) = δ для любого эндоморфизма δ ∈ End(G) образ Imδ которого
не является циклическим.

Из него непосредственно вытекает

Следствие 1. Для любого Φ ∈ Aut(Aut(G))нециклической CC-группы G та-
кой, что Φ(ia) = ia для любого ia ∈ Inn(G) имеет место равенство Φ(δ) = δ

для всех δ ∈ Inn(G).

Сформулируем теперь наш следующий основной результат.

Теорема 2. Пусть Φ и Ψ – произвольные автоморфизмы полугруппы эндомор-
физмов End(F ) относительно свободной CC-группы F некоторого ранга > 1.
Тогда Φ = Ψ тогда и только тогда, когда ограничения автоморфизмов Φ и Ψ

на подгруппу Inn(F ) совпадают, т. е.

Φ
∣∣
Inn(F )

= Ψ
∣∣
Inn(F )

.

В частности, мы получаем

Следствие 2. Для любых автоморфизмов Φ и Ψ полугруппы эндоморфизмов
End(F ) абсолютно свободной группы F ранга > 1 выполняется равенство Φ =

Ψ тогда и только тогда, когда ограничения автоморфизмов Φ и Ψ на подгруппу
Inn(F ) совпадают.

Другое следствие получаем для свободных бернсайдовых групп. По теоре-
ме С. И. Адяна (см. [5], глава VI, теорема 3.1) централизатор любого нетри-
виального элемента свободной бернсайдовой группы B(m,n) ранга m > 1 и
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нечетного периода n ≥ 665 является циклической группой (свободные группы
многообразия групп, определяемые одинаковым соотношением xn = 1, называ-
ются свободными группами Бернсайда).

Следствие 3. Для любых автоморфизмов Φ и Ψ полугруппы эндоморфизмов
End(B(m,n)) свободной бернсайдовой группы B(m,n) (конечного или бесконеч-
ного) ранга m > 1 и нечетного периода n ≥ 665 равенство Φ = Ψ выполняется
тогда и только тогда, когда ограничения автоморфизмов Φ и Ψ на подгруппу
Inn(B(m,n)) совпадают.

Согласно статье [29], оценка n ≥ 665 в формулировке следствия 3 в будущем
может быть сведена к n ≥ 101. Другое обобщение следствия 3 можно получить
для n-периодических произведений некоторого класса групп (см. [30]).

Укажем еще один широкий класс групп, к которым можно применить тео-
рему 2. В [31] С. И. Адян построил примеры (первые примеры) бесконечных
независимых систем групповых тождеств для решения задачи конечного бази-
са, поставленной Б. Нойманом в 1937 году и хорошо известной в теории групп.
В монографии [5] доказано, что для любого нечетного n ≥ 1003 следующее
семейство тождеств с двумя переменными

{[xpn, ypn]n = 1}, (1.0)

где параметр p пробегает все простые числа, неприводим, т. е. ни одно из тож-
деств этого семейства не следует из других. Поэтому, если для заданного на-
бора простых чисел P и для фиксированного натурального m > 1 через Γm(P)

обозначим относительно свободную группу ранга m многообразия AP, опреде-
ляемого всеми тождествами вида (1.0) для p ∈ P, тогда существует контину-
ум многообразий и континуум неизоморфных относительно свободных групп
Γm(P), соответствующих различным наборам простых чисел P.

В статье [32] доказано, что для любого ранга m > 1 и для любого набора
простых чисел P централизатор любого неединичного элемента относительно
свободной группы Γm(P) - циклическая группа.

Следствие 4. Для любых автоморфизмов Φ и Ψ полугруппы эндоморфизмов
End(Γm(P)) относительно свободной группы Γm(P) ранга m > 1 в многообразии
AP равенство Φ = Ψ выполняется тогда и только тогда, когда ограничения
автоморфизмов Φ и Ψ в подгруппу Inn(Γm(P)) совпадают.

Для произвольной группы G рассмотрим естественный гомоморфизм

τG : Aut(End(G)) → Aut(Aut(G))
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взяв каждый автоморфизм из полугруппы эндоморфизмов группы G в его огра-
ничение на подгруппу Aut(G) всех обратимых элементов этой полугруппы.

Следствие 5. Если F является относительно свободной группой некото-
рого ранга > 1, то гомоморфизм τG является мономорфизмом и, следова-
тельно, группа автоморфизмов Aut(End(F )) канонически вложено в группу
Aut(Aut(F )).

Очевидно, что любой внутренний автоморфизм из Aut(G) естественным
образом распространяется на автоморфизм полугруппы End(G). Поэтому, ес-
ли все автоморфизмы группы Aut(G) являются внутренними, то τG является
сюръективным гомоморфизмом.

В частности, это верно для совершенных групп (напоминаем, что груп-
па называется совершенной, если ее центр тривиален и все его автоморфизмы
являются внутренними). Более того, если φ : Inn(G) → Inn(G) является авто-
морфизмом группы внутренних автоморфизмов G и φ(ig) = iα(g),, то нетрудно
проверить, что α : G → G является автоморфизмом G.

Предположим, что композиция эндоморфизмов действует на группу G по
правилу (α◦β)(x) = (α(β(x)) для α, β ∈ End(G) и x ∈ G. Используя соотношение
α◦ig◦α−1 = iα(g), получаем, что автоморфизм φ продолжается до автоморфизма
iα полугруппы End(G). По известному критерию Бернсайда для совершенных
групп подгруппа Inn(G) характеристичная в группе Aut(G). Следовательно, для
любой совершенной группы Aut(G) гомоморфизм

ιG : Aut(End(G)) → Aut(Inn(G)),

сопоставляющий каждому автоморфизму из Aut(End(G)) ее ограничение на
подгруппу Inn(G), также является сюръективным гомоморфизмом.

Таким образом, получаем

Следствие 6. Если F является относительно свободной CC-группой и группа
Aut(F ) совершенна, то гомоморфизмы

τF : Aut(End(F )) → Aut(Aut(F ))

и
ιF : Aut(End(F )) → Aut(Inn(F ))

являются изоморфизмами.

Например, группы автоморфизмов Aut(F ) совершенны для абсолютно сво-
бодных групп F и для свободных бернсайдовых групп с нечетными показате-
лями n ≥ 1003 для любого ранга > 1 (см. [19], [20] и [21] соответственно). Итак,
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для этих групп получаем изоморфизмы

Aut(End(F )) ' Aut(Inn(F )) ' Aut(Aut(F )) ' Aut(F ),

(по определению, для совершенной группы G имеет место изоморфизм
Aut(G) ' G).

Содержание главы 2.
Во второй главе мы доказываем некоторые теоремы о свободных бернсай-

довых группах периода 3. Достоверность аналогичных утверждений для абсо-
лютно свободных групп хорошо известны. Исходной точкой для нашых иссле-
дований является очевидное замечание о том, что группы автоморфизмов аб-
солютно свободной группы ранга 1 и свободной бернсайдовой группы периода
3 и ранга 1 изоморфны (циклической группе порядка 2).

В 1930 г. В. Магнус [25] доказал так называемый Freiheitssatz и следую-
щую теорему: если в свободной группе F нормальные замыкания r ∈ F и s ∈ F

совпадают, то r сопряжен с s или s−1. Будем говорить, что группа G обладает
свойством Магнуса, если для любых двух элементов r, s из G с теми же нормаль-
ными замыканиями, мы имеем что r сопряжен с s или s−1. В [33], [34] доказано,
что фундаментальная группа любой компактной поверхности, за исключением
неориентируемой поверхности рода 3, обладает свойством Магнуса (см. также
[35]).

Теорема 3. Свободная группа Бернсайда B(3) любого ранга обладает свой-
ством Магнуса.

Пусть Rn - относительно свободная группа с базисом X = {x1, ..., xn}. Лю-
бой гомоморфизм из Rn в себя полностью определяется образами порождаю-
щих элементов. Для любого xi ∈ X пусть εi - автоморфизм, отправляющий xi

в x−1
i и оставляющий остальные элементы X неизменными. Для любых раз-

ных xi, xj ∈ X пусть λij является автоморфизмом, отправляющим xi в xixj и
оставляющий остальные элементы X неизменными. Эти автоморфизмы εi, λij

называются автоморфизмами Нильсена. В 1924 году Нильсен (см., пример, [36])
показал, что автоморфизмы Нильсена порождают полную группу автоморфиз-
мов Aut(Fn) конечно порожденной абсолютно свободной группы Fn.

Очевидно, что любой автоморфизм свободной группы F некоторого (конеч-
ного или бесконечного) ранга индуцирует автоморфизм относительно свободной
группы R того же ранга. Следовательно, существует очевидный гомоморфизм
τ : Aut(F ) → Aut(R), и каждый α ∈ Aut(F ) индуцирует τ(α) ∈ Aut(R). Любой
автоморфизм из τ(Aut(F )) называется ручным автоморфизмом.
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Если τ(α) = β, мы говорим, что β ∈ Aut(R) может быть поднято до
α ∈ Aut(F ). В общем случае не каждый автоморфизм относительно свободной
группы является ручным автоморфизмом. Как было доказано Андреадакисом
[37] и Бахмутом [38], даже свободные нильпотентные группы конечного ранга и
степени 3 имеют автоморфизм, не индуцированный автоморфизмом свободной
группы. С другой стороны, все автоморфизмы относительно свободных ниль-
потентных групп бесконечного ранга являются ручными автоморфизмами.

Пусть B(3) - свободная бернсайдовая группа периода 3 и некоторого ранга
≥ 1 и AutN (B(3)) - группа всех автоморфизмов, порожденных автоморфизма-
ми Нильсена B(3). Через Autt(B(3)) обозначается группа всех ручных автомор-
физмов B(3). Известно, что если ранг B(3) больше 2, то эта группа является
нильпотентной группой степени 3.

Другая классическая теорема Нильсена (см. [36, Proposition 4.5]) утвер-
ждает, что ядро отображения

Aut(Fm) → GLm(Z)

является группой внутренних автоморфизмов Fm. По аналогии образ подгруп-
пы Aut+(Fm) при гомоморфизме

τm : Aut(Fm) → Aut(B(m, 3))

обозначим через Aut+(B(, 3)). Очевидно, что подгруппа Aut+(B(m, 3)) также
имеет индекс 2 в Aut(B(m, 3)). Эпиморфизм εm : Aut(B(m, 3)) → GLm(Z3) (ин-
дуцированный эпиморфизмом B(m, 3) → Z3 ⊕ · · · ⊕ Z3︸ ︷︷ ︸

m

)) отображает подгруппу

Aut+B(m, 3) на SLm(Z3). Имеет место следующий аналог вышеупомянутой тео-
ремы Нильсена.

Теорема 4. (Аналог теоремы Нильсена) Ядро естественного гомоморфизма
ε2 : Aut(B(2, 3)) → GL2(Z3) совпадает с группой внутренних автоморфизмов
группы B(2, 3).

Брайдсон и Вогтман в [39] доказали, что группа Aut(Fm) свободной груп-
пы ранга m > 1 является нормальным замыканием одной транспозиции (12)

(которая переставляет порождающие x1 и x2, оставив другие порождающие на
месте).

Автоморфизмы λij , ρij порождают подгруппу Aut+(Rm) индекса 2 в группе
Aut(Fm), где Aut+(Rm) является прообразом подгруппы SLm(Z) под гомомор-
физмом

Aut(Fm) → GLm(Z),
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индуцированным эпиморфизм Rm → Z⊕ · · · ⊕ Z︸ ︷︷ ︸
m

.

Обозначим через Am подгруппу группы Aut(Rm) порожденную всеми
нильсеновскими преобразованиями и автоморфизмами εi. Нетрудно проверить,
что любые два нильсеновские преобразования сопряжены при фиксированном
базисе. И так как Am действует транзитивно на базисы Rm, значит нильсенов-
ские преобразования, соответствующие различным базисам также сопряжены
в Am. Используя методы работы [39], мы доказали следующий результат для
нильсеновских автоморфизмов относительно свободных групп.

Теорема 5. Пусть m ≥ 3 и имеем гомоморфизм φ : Am → G. Если φ не
является инъективным гомоморфизмом на Sm, то либо φ тривиальный гомо-
морфизм, либо его образ состоит из двух элементов.

Следствие 7. Пусть имеем группу G и гомоморфизм φ : Am → G. Образ φ

тривиален в том и только в том случае, если φ(τ) = 1, где τ = (1 2).

Следствие 8. Группа Am является нормальным замыканием транспозиции
(1 2).
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ԱՄՓՈՓՈՒՄ

Հայկ Տիգրանի Ասլանյան

Որոշ հարաբերականորեն ազատ խմբերի

էնդոմորֆիզմների կիսախումբը և ավտոմորֆիզմները

Ատենախոսությունը նվիրված է հարաբերականորեն ազատ խմբերի

էնդոմորֆիզմների կիսախմբերի ավտոմորֆիզմների և 3 պարբերությամբ բեռնսայդյան

ազատ խմբերի որոշ հատկությունների ուսումնասիրությանը։ F խումբը կոչվում է

հարաբերականորեն ազատ, եթե այն ունի S ծնորդների բազմություն, այնպիսին,

որ S-ից F կամայական արտապատկերում կարելի է շարունակել մինչև F -ի

էնդոմորֆիզմ։ S բազմության հզորությունը կոչվում է F խմբի ռանգ։ Կամայական

հարաբերականորեն ազատ խումբ որևէ խմբերի բազմաձևության ազատ խումբ է։

Խմբերի բազմաձևությունը խմբերի դաս է, որում կամայական խումբ բավարարում է

որոշակի ֆիքսված առնչությունների բազմության։

xn = 1 առնչությանը բավարարող խմբերի բազմաձևությունում m ռանգի

հարաբերականորեն ազատ խումբը նշանակվում է B(m,n)-ով և կոչվում է m ռանգի

և n պարբերությամբ ազատ պարբերական կամ ազատ բեռնսայդյան խումբ։

G խումբը կոչվում է CC-խումբ, եթե նրանում կամայական ոչ տրիվյալ տարրի

ցենտրալիզատորը ցիկլիկ խումբ է։

Կասենք որ G խումբը օժտված է Մագնուսի հատկությամբ, եթե կամայական r, s ∈
G տարրերի համար «r» = «s» հետևում է, որ r-ը համալուծ է կամ́ s-ին, կամ́ s−1-ին։

Ատենախոսությունում ստացվել են հետևյալ արդյունքները.

• Ենթադրենք Φ-ն G ոչ ցիկլիկ CC-խմբի էնդոմորֆիզմների կիսախմբի որևէ

ավտոմորֆիզմ է։ Եթե Φ(ia) = ia կամայական ia ներքին ավտոմորֆիզմի համար,

ապա Φ(δ) = δ կամայական δ էնդոմորֆիզմի համար, որի պատկերը ցիկլիկ չէ։

• Ենթադրենք Φ-ն և Ψ-ն մեկից մեծ ռանգի հարաբերականորեն ազատ CC-խմբի

էնդոմորֆիզմների կիսախմբի կամայական ավտոմորֆիզմներ են։ Այդ դեպքում Φ =

Ψ այն և միայն այն դեպքուն, երբ Φ-ի և Ψ-ի սահմանափակումները ներքին

ավտոմորֆիզմների ենթախմբի վրա համընկնում են, այսինքն Φ
∣∣
Inn(F )

= Ψ
∣∣
Inn(F )

։

• B(m, 3) բերնսայդյան ազատ խումբն օժտված է Մագնուսի հատկությամբ։

• ε : Aut(B(2, 3)) → GL2(Z3) բնական հոմոմորֆիզմի միջուկը իրենից

ներկայացնում է B(2, 3) խմբի ներքին ավտոմորֆիզմների խումբը։

• m ≥ 3 ռանգի B(m, 3) ազատ բեռնսայդյան խմբի կամայական նորմալ

ավտոմորֆիզմ ներքին է։

• Նշանկենք Rm-ով m ռանգի հարաբերականորեն ազատ խումբը։ Am-ով
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նշանակենք Rm խմբի ավտոմորֆիզմների խմբի ենթախումբը, որը ծնվում է բոլոր

նիլսենյան ավտոմորֆիզմներով։

Ենթադրենք n ≥ 3 և ունենք φ : Am → G հոմոմորֆիզմը։ Եթե φ-ն ինյեկտիվ

հոմոմորֆիզմ չէ Sn-ի վրա, ապա φ-ն կամ́ տրիվիալ հոմոմորֆիզմ է, կամ́ նրա

պատկերը երկրորդ կարգի ցիկլիկ խումբ է։
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SUMMARY

Hayk Tigran Aslanyan

The endomorphism semigroup and automorphisms

of some relatively free groups
The thesis is devoted to the study of automorphisms of the endomorphism

semigroup of relatively free groups and some properties of the Burnside free group
of period 3. A group F is said to be relatively free if it has a set of generators S

such that any map from S to F can be extended to an endomorphism of F . The
cardinality of S is called the rank of F . Every relatively free group is a free group of
the corresponding rank in a certain variety of groups. The variety of groups is the
class of all groups, each of which satisfies some fixed set of identities.

A relatively free group of rank m of the variety of all groups satisfying the
identity relation xn = 1 is denoted by B(m,n) and is called a free periodic or free
Burnside group of period n and rank m.

A group G is called a CC-group if the centralizer of each non-trivial element
of G is a cyclic group.

We say that a group G possesses the Magnus property if for any two elements
r, s ∈ G for which «r» = «s» , we have that r is conjugate to either s or s−1.

The following results were obtained in the thesis:
• Let Φ be an arbitrary automorphism of the endomorphism semigroup End(G)

of a non-cyclic CC group G. If Φ(ia) = ia for any ia ∈ Inn(G), then Φ(δ) = δ for
any endomorphism δ ∈ End(G) the image Imδ of which is not cyclic.

• Let Φ and Ψ be arbitrary automorphisms of the endomorphism semigroup
End(F ) of a relatively free group F of some rank > 1. Suppose that the centralizer
of each non-trivial element of F is a cyclic group. Then Φ = Ψ if and only if the
restrictions of the automorphisms Φ and Ψ to the subgroup Inn(F ) coincide, that
is, Φ

∣∣
Inn(F )

= Ψ
∣∣
Inn(F )

.

• The free Burnside group B(m, 3) possesses the Magnus property.
• The kernel of the natural homomorphism ε : Aut(B(2, 3)) → GL2(Z3) is the

group of inner automorphisms of B(2, 3).
• Any normal automorphism of a free Burnside group B(m, 3) of period 3 is

inner for all finite ranks m ≥ 3.
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• We denote by Rm the relatively free group of rank m. Let us denote by Am

the subgroup of Aut(Rm) generated by all Nielsen automorphisms.
Let n ≥ 3 and we have a homomorphism φ : A → G. If φ is not an injective

homomorphism on Sn, then either φ is a trivial homomorphism or its image is a
cyclic group of order 2.
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