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УДК: 517.9                           Математика 
 

О “ДВИЖЕНИИ” НУЛЕЙ СОБСТВЕННЫХ ФУНКЦИЙ ЗАДАЧИ 

ШТУРМА-ЛИУВИЛЛЯ 
 

Т. Арутюнян, А. Пахлеванян, Ю. Ашрафян 

 
Мы изучаем зависимость нулей собственных функций задачи Штурма-

Лиувилля от параметров, определяющих краевые условия. В качестве 

следствия получается теорема осцилляции Штурма о том, что n -ая 

собственная функция имеет n  нулей. 

Рассмотрим краевую задачу Штурма-Лиувилля , , :L q
 

 

 , 0< , 1

0 cos 0 sin 0, 0, 2

cos sin 0, 0, 3

ly y q x y y x C

y y

y y

  

где 
1 0, ,Rq L  т.е. q  есть действительная, суммируемая по Лебегу 

функция на 0, . 

Через , ,L q  будем обозначать также самосопряженный оператор, 

соответствующий задаче (1)-(2)-(3). 

Хорошо известно, что задача , ,L q
 

имеет счетное множество 

простых, действительных собственных значений (см., например [1], [2], [3], 

[4]), которые мы будем обозначать , , , 0,1,...,n n q n  (стараясь 

подчеркнуть их зависимость от величин , ,q ) и которые можно 

пронумеровать в порядке возрастания: 

0 1, , , , ... , , ... 4nq q q

        

В работах [4], [7] введено понятие функции собственных значений 

(ФСЗ) семейства операторов 0, , ; , 0,  ,   L q . Это есть 

(при фиксированном q ) функция от двух переменных  и  

0, ,  ,n m  определяемая через 

собственные значения , , ,  0,1,2...,n nq  по следующей формуле  

, , , , ,  , 0,1,2..., 5
def

n mn m q n m  

Доказано, что эта функция аналитически зависит от  и ,  строго 

возрастает по  и строго убывает по .  

Также  известно (см., например [1]), что любое нетривиальное решение 

( , ) y x уравнения (1) может иметь только простые нули (т.е. если 
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0 , 0,y x  то 0 , 0y x ), и (см., например [5]), что любое решение 

,  y x есть непрерывно дифференцируемая функция по совокупности 

переменных x  и . Поэтому, применяя теорему о неявной функции (см., 

например [6], стр. 452) получим, что нули решения ,  y x есть непрерывно 

дифференцируемые функции от .  Поскольку решением уравнения 

, 0y x  называется такая функция x x , для которой верно 

тождество , 0y x
 
для всех  из некоторого интервала ,a b , то 

продифференцировав последнее тождество по  получим: 

, , ,
0,    , . 6

dy x y x y xdx
a b

d x d

 

Если производную по  будем обозначать точкой, т.е. 

,
= ,

y x
y x , то тождество (6) можно записать в виде 

,
,   , . 7

,

y xdx
x a b

d y x




 

С другой стороны, запишем тот факт, что ,  y x есть решение 

уравнения (1), т.е. 
 , , , ,                 0< , , 8y x q x y x y x x C   

и продифференцируем это тождество по : 

, , , , . 9y x q x y x y x y x  

 

Умножив (8) на y , а (9) на y и отняв из второго полученного 

тождества первое, получим тождество  
2

    , , , , , ,                 0< , ,y x y x y x y x y x x C   

т.е. 
2, , , , , , 10

d
y x y x y x y x y x

dx
 

 

Если мы проинтегрируем это тождество по x  от 0  до a  0 a , то 

получим 

2

0

, , , , 0, 0, 0, 0, , , 11

a

y a y a y a y a y y y y y x dx   

 а если проинтегрируем по x  от a  до , то получим 
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2, , , , , , , , , . 12
a

y y y y y a y a y a y a y x dx   

 

Возьмем теперь в качестве ,  y x решение , , ,y x q
 

уравнения (1), удовлетворяющее начальным условиям  
0, , , sin ,  0, , , cos . 13q q  

Легко видеть, что собственные функции задачи ( , , )L q  получаются 

из решения ( , , , )x q  
при ( , , )n q  (здесь используем (5)), т.е.:  

, , , , , , , , , , , ,            
def

n n nx q x x q q x n q

      

,, , , , , , =,
n

x q x qn
 

= , , = , , 14
n

x x n
  

Пусть 
0 10 ... m

n n nx x x  есть нули собственной функции 

, , ,, ,n x q x n ,т.е. 

, , , , , 0,  k=0,1,...,m.k k

n n nx q x n  

Пусть q , , n  фиксированы. И нас интересует вопросы:  

a) как меняются нули 
k k

n nx x , k = 0,1,...,m при изменении  на 

0, ,  

b) сколько нулей имеет n -ая собственная функция , , ,n x q , т.е. 

чему равно m ? 

Взяв в тождестве (11) ny x  и   0,1,...,m ,k

na x k  получим 

2

0

0 0 0 0 , 15

k
nx

k k k k

n n n n n n n n n n n n nx x x x x dx     

Поскольку начальные условия (13) должны выполняться при всех C , 

то (0) 0n
  и 0 0n

 . Учитывая также, что 0k

n nx , из (15) получаем 

2

0

, 16

k
nx

k k

n n n n nx x x dx

 

Поскольку нули решений все простые, то ( ) 0k

n nx  и поэтому из (16) 

следует равенство  
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2

2

0

1
, 17

k
n

k x
n n

nk
k

n n
n n

x
x dx

x x



 
Теперь уже из (7) следует  

2

2

0

1
, 18

( )

k
n

n

k xk
n nnk

n n nk k
n n n n

xdx
x x dx

d x x




 

 т.е. нули , k=0,1,...,m,k

n nx  собственной функции ( )n x  убывают, если 

собственное значение , ,n q  возрастает, т.е.  

, , 0 19k

n nx q

Заметим, что равенство 0k

n nx возможно только при 0k

nx , т.е. когда 

0x  есть нуль собственной функции n x , а это так при 

  ,  = 1, 2, ...l l . 

Между тем в неравенстве , , 0k k

n n n nx x q   n  может 

меняться в зависимости от ,q   и , т.е. если при некотором изменении 

этих трех величин , ,n q  растет, то нули собственной функции n x  

движутся влево, а если , ,n q  убывает, то нули собственной функции 

n x  движутся вправо.  

В работе [8] доказано, что n -ые собственные функции задач , ,0L q  

и  0, ,0L  имеют одинаковое число нулей. В [8] это доказано при 

2 0,Rq L , но легко видеть, что то же самое доказательство верно и при 

1 0,Rq L . 

Нетрудно посчитать, что собственные значения задачи 0, ,0L  есть 

2
0, ,0 1n n , а собственные функции  

2 sin 1
, 0, ,0 , ,0 , 1 , ,0 , n=0,1,2,... 20

1
n n

n x
x x x n

n

Нули этой собственной функции есть
 

, k=0,1,...,n+1
1

k

n

k
x

n
, т.е. n -ая 

собственная функция задачи 0, ,0L  имеет 2n  нуля в 0, , 2 из 

которых есть 0 и , т.е. концы отрезка, а n  нулей находятся внутри 0, .  



²ðò²ÊÆ äºî²Î²Ü Ð²Ø²Èê²ð²ÜÆ ¶Æî²Î²Ü îºÔºÎ²¶Æð                     1(27)/2013 

 

19 
 

Таким образом, n -ая собственная функция , , ,0n x q  задачи 

( , ,0)L q  имеет 2 нуля на концах 0, , т.е. 
0 , ,0 0nx q , 

1 , ,0n

nx q  и еще n  нулей внутри отрезка 0, .  

При возрастании  от 0 до  собственное значение , ,0n q  

непрерывно (по ) убывает от , ,0n q  до 

1, , , ,0 1 , ,0n nq n n q  (см. (5)) и, 

согласно (18), нули функции , , ,n x q  возрастают, т.е. движутся вправо 

(все, кроме самого левого нуля 
0 0nx ). В частности, самый правый нуль 

1n

nx , двигаясь направо, покидает отрезок 0,  и в 0,  остается 1n  

нулей (один 
0 0nx  и n  нулей внутри 0, . А предыдущий нуль достигает 

точки  когда снова будет выполняться соотношение (см. ниже (21) и (24)) 

, , , , , sin 0n n n n nq q c c , а это возможно 

только тогда, когда   достигает значения  (и , ,n q  убывая, 

достигает значения 1, , , ,0n nq q . Тогда собственная функция 

, , , , ,n nx x q q  гладко перейдет в собственную функцию 

1, , , , , , , ,0 , ,n nx q q x q q , которая имеет 1n  нулей 

в 0, , два из которых совпадают  с концами 0 и , а внутри отрезка 

имеется 1n  нулей. Таким образом, теорема осцилляции доказана для всех 

, , , 0, .L q   

Возьмем теперь в качестве решения ,y x  то решение , , , ,x q  

которое удовлетворяет начальным условиям 
, , , sin  ,         , , , cos 21q q  

Легко видеть, что собственные значения , ,  , n=0,1, , n n q  

задачи , ,L q  являются нулями целой функции  

, , , 0, , , cos 0, , , sin , 22q q q

а собственные функции, соответствующие этим собственным значениям 

получаются по формуле 

, , , , ,  , n=0,1,..., 23n nx x q q
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Поскольку собственные значения n  все простые, то собственные 

функции ( )n x  и ( )n x  соответствующие одному и тому же собственному 

значению n  линейно зависимы, т.е. существуют постоянные 

, ,  , n 0,1, ,n nc c q  такие, что
 

 , n 0,1, ,  24n n nx c x
 

Отсюда следует, что , , ,n x q  и , , ,n x q  имеют одинаковое 

количество нулей. 

Пусть
 

1 00 ...m m

n n nx x x  есть нули собственной функции 

, , ,n x q , т.е. , , , 0,  k=0,1,...,m.k

n nx q    

Пусть
 

1 00 ...m m

n n nx x x  есть нули собственной функции 

, , ,n x q , т.е. , , , 0,  k=0,1,...,m.k

n nx q    

Взяв в тождестве (12) , , , , ,n ny x x q q , получим: 

2 , 25
k
n

k k k k

n n n n n n n n n n n n n

x

x x x x x dx      

Из (21) следует, что 0n
  и 0n

 . И так как 0k

n nx , то 

равенство (25) получает вид 

2 , 26
k
n

k k

n n n n n

x

x x x dx   

Так как нули 
k

nx  все простые, т.е. 0k

n nx  то, поделив обе стороны 

последнего равенства на 
2

k

n nx , получим 

2

2

1
, 27

k
n

k

n n

nk
k

n n xn n

x
x dx

x x

   

Теперь уже из (7), взяв ( )ny x , 
k

nx x , имеем: 

2

2

1
0 28

k
nn

kk
n nnk

n n nk
k

n n xn n

xdx
x x dx

d x x




 

т.е. нули 
k

n nx ,  k = 0,1,...,m, собственной функции n x  возрастают, 

если собственное значение n  возрастает. Заметим, что равенство 

0k

n nx  возможно только при 
0

n nx , а это так при 0  

, 0,1,2,...l l . 
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При изучении зависимости нулей собственных функции от  удобно 

пользоваться формулой (28), т.к. собственные функции n x  имеют 

фиксированные значения , , sinn  и , , cosn  при 

всех ,C  т.е. все n x  удовлетворяют начальным условиям 

sinn , cosn , а это значит, что через правый конец  

отрезка 0,
 
(при изменении ) новые нули не могут ни входить и ни 

выходить (ни появляться и ни исчезать). Таким образом, при возрастании  

собственные значения , ,n q  (с фиксированными q  и ) возрастают, 

а согласно (28) (т.е. 0k

n nx ) нули собственной функции n x  

движутся вправо (т.е. возрастают). При этом значения sin  и 

cos  не изменяются, число нулей растет, и эти нули не могут 

''сталкиваться'' или ''расщепляться'' в силу своей простоты. Поэтому новые 

нули могут появляться только входя в 0,
 
через левый конец 0 и двигаясь 

направо (и, соответственно, ''уплотняясь''). 

И входят новые нули через левый конец 0  отрезка 0,
 
только если 

значение 0 0n , а так как 0 0 sin   0n n n n nc c c , то 

равенство 0 0n  возможно только при sin 0 , т.е. в наших 

обозначениях, только при  (и, поскольку ,0, (0 , )n q n   

11 , , , , n=1, 2, ...nn q ) или при 0.  

Итак, при , собственная функция , , , ,n x q
 
как и , , ,n x q  

имеет в 0,  n  нулей и один нуль 0x  в левом конце. При этом 

, , , , , , , ,n nx q x q q  
1 1, ,0, , , , ,0, .n nx q q x q  При 

возрастании  от 0  до  собственное значение 1 ,0,n q  возрастает 

(непрерывно по ) до 1 , , ,n q  и левый нуль 0x  двигаясь направо, 

оказывается внутри 0, , т.е. в 0,  оказывается 1n  нулей 

собственной функции 1 , , ,n x q  (и еще один неподвижный нуль x , 

если 0 ). Новый нуль появится на левом конце 0x  когда  достигнет 

значения .  
Таким образом, получаем следующую теорему осцилляции: 
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Теорема. Собственные функции задачи , , ,L q  соответствующие n

-ому собственному значению , , , 0,1,2...,n q n  имеют ровно n  нулей 

в 0, . Все эти нули простые. Если  и 0,  
то  n -ая собственная 

функция имеет в 0,  2n  нуля, а если же , 0,  или 0 , 

0, , то n -ая собственная функция имеет на 0,  1n  нулей. 

Осцилляционные свойства решений задачи , ,L q  (теория Штурма), 

изучение которых начато Штурмом в работах [9] и [10] излагаются в 

монографической литературе (см., например, [1], [11], [12]) для непрерывных 

q . В работах последних лет (см., например, [8], [13]) рассматривались случаи 

ограниченного q  или ,02

RLq , но во многих работах (см. [14] и 

библиографию к ней, а также [15]) неявно предполагается, что теорема 

осцилляции Штурма (что n -ая собственная функция (с.ф.) имеет n  нулей) 

верна и при ,01

RLq , хотя доказательство нигде не изложено. 

Наша же теорема верна для любого 
1 0, .Rq L  
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Ù³ëÇÝ, áñ  n -ñ¹ ë»÷³Ï³Ý ýáõÝÏóÇ³Ý áõÝÇ  n   Ñ³ï ½ñá: 
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Summary 
 

We study the dependence of the zeros of eigenfunctions of Sturm-Liouville problem 

on the parameters that define the boundary conditions. As a corollary, we obtain Sturm 

oscillation theorem, that the n -th eigenfunction has n  zeros. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


